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Для задачи определения температурного поля изотропного твердого тела с включением в виде 
шарового слоя, поглощающим проникающее излучение, разработана иерархия упрощенных 
моделей включая «уточненную модель сосредоточенной емкости», модель «сосредоточенная 
емкость» и «усеченную модель сосредоточенной емкости». Решения соответствующих задач 
нестационарной теплопроводности найдены в аналитическом виде. Определены достаточные 
условия, при выполнении которых температурное поле системы можно идентифицировать с 
заданной точностью при помощи упрощенных математических моделей. 
Ключевые слова: изотропное твердое тело, лазерное излучение, поглощающее включение, 
температурное поле, интегральное преобразование Лапласа 
 
Представлена в редакцию: 13.03.2020, исправлена 27.03.2020 
 
Введение 
В теоретических исследованиях по проблеме лазерного инициирования взрывного 
разложения гетерогенных энергетических материалов специфическое положение занимает 
математическое моделирование процесса теплопереноса в прозрачном для излучения изо-
тропном твердом теле, содержащем поглощающее сферическое включение (далее сфери-
ческий очаг разогрева) [1–6]. Отмеченная специфика заключается в относительной про-
стоте исходной математической модели и трудностях, возникающих при нахождении ана-
литического решения соответствующей задачи нестационарной теплопроводности. В ра-
ботах [1–3] анализируется упрощенный аналог рассматриваемой модели, базирующийся 
на предположении об идеальности теплового контакта в системе и гипотезе о «предельно 
большой теплопроводности очага разогрева».  
Сетевое научное издание
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Возможна и другой аналог базовой модели, в котором применяется гипотеза о том, 
что среднеинтегральная температура поглощающего сферического включения равна тем-
пературе границы изучаемой системы, т.е. реализована идея сосредоточенной емкости [7]. 
Данный подход позволяет дать математическую интерпретацию и теоретически обосно-
вать условие применимости реализуемой модели [8].  
Особое место в исследованиях занимают автомодельные процессы теплопереноса. По 
сложившейся терминологии (см. например, [9–11]) понятие «автомодельный» буквально 
означает «себе подобный». Как правило, используя это понятие, предполагают, что изу-
чаемый физический процесс является гомохронным (однородным по времени) и можно 
проводить поиск его состояния равновесия, которое не должно зависеть от времени. 
В работах [12–14] теоретически обоснована существование автомодельных процессов 
теплопереноса в изотропном твердом теле со сферическим очагом разогрева – шаровой 
полостью, заполненной высокотемпературным газом. При этом рассмотрены  наличие и 
отсутствие термически  тонкого покрытия на ее неподвижной или движущейся границе.  
Цель проведенных исследований — нахождение достаточных условий, выполнение 
которых обеспечивает существование автомодельного процесса теплопереноса в прозрач-
ном для излучения твердом теле с поглощающим сферическим включением при наличии 
фазовых превращений в системе. 
1. Исходная математическая модель и ее преобразование 
В качестве объекта исследований рассматривается изотропное пространство (фаза 
«s») с инертным включением (фаза «h» ) сферической формы радиуса 0r . На объект ис-
следований воздействует поток излучения с плотностью q , для которого объект абсолют-
но прозрачен, но который может поглощаться сферическим включением. В результате ра-
зогрева включения его среднеинтегральная температура достигает значения 0* fT T , что 
приводит к возникновению зоны фазовых превращений (фаза «f») с интенсивностью 
( )fQ j t , распространяющейся внутрь изотропного пространства со скоростью        движе-
ния ее границы ( ).fr r t   
При сделанных предположениях и с учетом ранее полученных результатов [8] мате-
матическую модель температурного поля в изучаемой системе можно представить в сле-
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Решение ( ,Fо)   поставленной задачи ищется в классе функций, которые для любого 
фиксированного значения Fо 0  интегрируемы по   на  1,  с квадратом и весом 2 , 
т.е.  22Fo 0( ,Fo) 1,L    . 
Наличие поглощающего включения в реализуемой математической модели фактиче-
ски учитывается краевым условием при 1 , явно содержащим производную безразмер-
ной температуры по переменному Fо  [8]. 





























































где r  — радиус; t  — время; T  — температура;   — теплопроводность; с  — удельная 
массовая теплоемкость; a  — температуропроводность;   — плотность;               — 
массовая скорость фазовых превращений, отнесенная к единице поверхности, и (0) 0;j    
индекс 0   относится к начальным значениям величин. 
Для достижения основной цели исследований введем в рассмотрение среднеинте-
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и реализуем идею «сосредоточенная емкость» [7], т.е. будем предполагать, что рассматри-
ваемая среднеинтегральная температура равна температуре ее границ: 
 (1 0,Fо) (Fо) ( (Fо) 0,Fо) ( (Fо) 0,Fо)           ,     Fо 0 . (3) 
При этом, согласно равенствам (2), (3) и известной теореме о дифференцировании по па-
раметру интеграла с пределами интегрирования, зависящими от параметра [15], имеет ме-
сто равенство: 
 
где       — скорость движения границы зоны фазовых превращений.  




    с после-
дующим интегрированием по переменному   в пределах от 1 до (Fо)  и используя ра-
венства (2)–(4), с учетом краевого условия при 1  в (1) получаем: 
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,     Fо>0 ; 
трансформировать задачу (1) к смешанной задаче для уравнения в частных производных 
параболического типа со специфическим краевым условием на подвижной границе: 
 
где         
   — определяющий параметр реализуемой математической модели. 
Для удобства дальнейших рассуждений, используя стандартный прием [16], введем 
функцию 
 
и трансформируем смешанную задачу (5) к следующему виду: 
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где последнее условие означает, что  функция ( , Fо)V   при каждом фиксированном зна-
чений  Fо 0  интегрируема с квадратом по радиальному переменному   на полуинтер-
вале  (Fо),  . 
2. Постановка автомодельной задачи и ее решение 
Для упрощения дальнейших рассуждений последующий анализ ограничим случаем 
0.h   Заметим, что используемое предположение качественно не искажает физическую 
картину процесса теплопереноса, но требует уточнения при идентификации температур-
ного поля объекта исследований [8].  
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Тогда с учетом очевидных равенств 
 
и введенных обозначений 
 
смешанная задача (7) сводится к эквивалентной краевой задаче: 
 
Заметим, что начальное условие в задаче (7) при Fо 0  в автомодельных переменных 
(8) будет иметь вид краевого условия задачи (10), заданного при .   
Непосредственный анализ краевой задачи (10) показывает, что подстановка (8) приво-
дит к автомодельному решению при выполнении условий: 
            , (11) 
 0(Fo)f f , (12) 
 0(Fo)   , (13) 
где 0 , 0f , 0  — постоянные, причем 0 , 0f  имеют неотрицательные значения, а 0  — 
положительное. 
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Условие автомодельности (11) реализуется лишь для следующего закона движения 
границы зоны фазовых превращений: 
 0(Fo) 2 Fo 1   ,     Fo 0 . (14) 
При выполнении этого условия решение краевой задачи (10) определяется как [12] 
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штрихом обозначена производная по переменному  ; erfc  — дополнительная функция 
ошибок Гаусса [16]. 
Заключение 
Представленные результаты демонстрируют пример автомодельных решений, иллю-
стрирующих свойства автомодельных процессов теплопереноса в изотропных твердых 
телах. 
Физические свойства изучаемого процесса теплопереноса однозначно определяются 
условиями автомодельности (12), (13) реализуемого граничного режима. При 0 0f   вы-
полняется равенство (0) 0U   , т.е. реализуется режим тепловой изоляции границы зоны 
фазовых превращений. При 0 0f   качественная картина автомодельного процесса тепло-
переноса зависит от безразмерных параметров 0 , определенного условием автомодель-
ности (11), и 
f  — симплекса подобия физических свойств фаз «f» и «s». В частности, при 
0f   согласно (9), (14) должно выполняться условие 
1
0 0(2 )
  , которое можно рас-
сматривать как достаточное условие автомодельности реализуемого граничного режима. 
При этом согласно (16) безразмерная температура (0)U  постоянна, т.е. реализуется режим 
термостатирования границы зоны фазовых превращений, закон движения которой опре-
делен равенством (14). 
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The paper deals with determining a temperature field of an isotropic solid with inclusion 
represented as a spherical layer that absorbing penetrating radiation. A hierarchy of simplified 
analogues of the basic model of the heat transfer process in the system under study was devel-
oped, including a “refined model of concentrated capacity”, a “concentrated capacity” model, 
and a “truncated model of concentrated capacity”. Each of the mathematical models of the hier-
archy is a mixed problem for a second-order partial differential equation of the parabolic type 
with a specific boundary condition that actually takes into account the spherical layer available 
in the system under study.  
The use of the Laplace integral transform and the well-known theorems of operational calcu-
lus in analytically closed form enabled us to find solutions to the corresponding problems of un-
steady heat conduction. The “concentrated capacitance” model was in detail analysed with the 
object under study subjected to the radiation flux of constant density. This model is associated 
with a thermally thin absorbing inclusion in the form of a spherical layer. It is shown that it al-
lows us to submit the problem solution of unsteady heat conduction in the analytical form, which 
is the most convenient in terms of both its practical implementation and a theoretical assessment 
of the influence, the spherical layer width has on the temperature field of the object under study. 
Sufficient conditions are determined under which the temperature field of the analysed sys-
tem can be identified with a given accuracy through the simplified analogues of the basic 
mathematical model. For simplified analogues of the basic model, the paper presents theoretical 
estimates of the maximum possible error when determining the radiated temperature field. 
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